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1 Integrali generalizzati su intervalli illimitati

Definizione 1.1. Sia f : [a, +00o[— R una funzione continua. Se esiste il limite

lim /m F(t)dt (1)

T——+00

+oo
esso viene denominato integrale improprio di f in [a, +00[ e denotato con il simbolo [ f(¢)dt. Ovvero
a

r—-+00

o f(t)dt == lim /I f(t)dt.

a

Se il limite (1) & un numero reale si dice che f ¢ integrabile in

senso improprio un intorno di +oo e l'integrale improprio di f & M
convergente.

fa
Se il limite (1) ¢ o0 (risp. —o0), si dice che 'integrale improprio
di f e divergente positivamente (risp. negativamente).
Definizione 1.2. Sia f :] — 00,b] — R una funzione continua. Se esiste il limite
b
lim f(t)dt (2)
T——00 T
b
esso viene denominato integrale improprio di f in ] — o0, b] e denotato con il simbolo [ f(¢)dt. Ovvero
— 0o

—
x o0 T

b b
/ f(t)dt := lim f(t)dt.

Se il limite (2) & un numero reale si dice che f & integrabile in

senso improprio un intorno di —oo e 'integrale improprio di f & /I

convergente. b 1

Se il limite (7) ¢ infinito, si dice che I'integrale improprio di f ¢ divergente.

In questo paragrafo si tratta sempre con 'integrazione in un intorno di +oo. I risultati si ottengono

parallelamente per funzioni definite in un intorno di —oo.

Combinando le proprieta elementari dei limiti con le proprieta elementari dell’integrale definito,
abbiamo le seguenti proprieta di base degli integrali generalizzati, ovvero la linearita, la monotonia e
ladditivita.
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Proposizione 1.1. 1. Se f : [a,4+00[— R e g : [a,+00[— R sono funzioni continue integrabili in
senso improprio in [a, +0oo[, allora la somma f+ g é anch’essa integrabile in senso improprio in

[a, +00| € si ha
“+oo

+00 “+o00
/ (f + 9)(t)dt = / f(t)dt + / o(t)dt. (3)

a

2. Se f:[a,+00[— R e g : [a,+o0[— R sono funzioni continue integrabili in senso improprio in

[a,+00[, e se per ogni x > a si ha f(z) < g(x), allora si ha anche

+o0

+/Oofu)dt < [ gttyar. (1)

a

3. Sia f : [a,+oo[— R una funzione continua integrabile in senso improprio in [a,+o00[. Sia b > a

allora f é integrabile in senso improprio in [b, +00] e risulta

+o0 2o b
/b fie = [ rieyar - / Ft)t. (5)

Accenniamo al caso di funzioni definite su tutto R.

Definizione 1.3. Se f : R — R & una funzione continua, si dira poi che essa e integrabile in senso

improprio in R se esistono e sono finiti entrambi gli integrali generalizzati

/c i, /_ Oo F(t)dt

dove ¢ € R ¢ fissato arbitrariamente. Se uno dei /\
due limiti tende a 00 e 'altro ad un numero rea-

le, oppure se tendono entrambi a +0c 0 a —oo, si

dice che 'integrale improprio di f & divergente (positivamente o negativamente). Utilizzando (5), si

dimostra che questa definizione ¢ ben posta, ovvero che non dipende dalla scelta di c.

Osservazione. Se esiste 'integrale improprio di f su R puo essere calcolato anche considerando il

/ o f()dt = lim / F(t)dt.

oo T——+00

limite

T
Viceversa l’esistenza del limite liIJIr1 [ f(t)dt non comporta in generale che f sia integrabile in senso
T— 100
—x
improprio in tutto R. Se esite il limite precedente viene chiamato integrale a valor principale della

funzione f.
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Esempio 1.1. Si considera la funzione f(x) = xf—il essa NON ¢ integrabile su tutto R perche
: T2t . 2
A /0 T L el 1) = oo

eppure l'integrale a valor principale esiste e risulta
T2t
lim / 5 =0
z—+oo J_,. - +1

Torniamo a discutere 'integrabilita delle funzioni in un intorno di 4oo.
Il caso piu semplice ¢ quello di funzioni a segno costante. In tal caso ¢ evidente il significato
dell’integrale generalizzato su intervalli illimitati: si tratta dell’area racchiusa tra la funzione f e la

retta delle ascisse e la retta verticale x = a. Si osserva che la funzione integrale

Pz /xf(t)dt (6)

& sempre crescente se f > 0 (essendo F’ = f) e sempre decrescente se f < 0. Quindi esiste il limite

lim / " Fyt.

T——400

Riassumendo si ha la seguente proposizione.

Proposizione 1.2. Sia f : [a, +oo[— R una funzione continua.

400
Se f >0 allora lintegrale improprio [ f(t)dt converge o diverge positivamente.
a

+o0
Se f <0 allora Uintegrale improprio [ f(t)dt converge o diverge negativamente.
a

La Proposizione 1.2 e la proprieta di monotonia (5) ci consen-

N
. . . . . . . . ’V
tono di dimostrare il primo importante criterio di convergenza per

D \\
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gli integrali impropri.
Teorema 1.3. Criterio del confronto per funzioni a segno costante. Siano f : [a,+oo[— R e

g : [a,+0o[— R funzioni continue tali che per ogni x € [a,+oo[ risulti 0 < f(z) < g(x).

+oo +o0o +o00 +o00o
1. Se [ g(t)dt < 400 allora [ f(t)dt < +o0 e risulta [ f(t)dt < [ g(t)dt.

+00 oo
2. Se [ f(t)dt = +oo allora [ g(t)dt = +oo.

Osservazione. Val la pena di osservare che, usando l'additivita dell’integrale, l'ipotesi f(x) < g(x)

per ogni z > a potrebbe essere indebolita richiedendo f(z) < g(z) per ogni > b con b > a.
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Teorema 1.4. Criterio del confronto asintotico. Siano f : [a,+oc[— R e g : [a,+o0[— R
funzioni continue strettamente positive tali che esista
m_,
t—+oo g(t)

1. Sia £ > 0. La funzione f é integrabile in senso improprio in [a,+00| se e solo se lo ¢é g.

2. Sia £ = 0. Se la funzione g ¢é integrabile in senso improprio in |[a,+oo[ allora lo é anche f. Se
f;oo f(t)dt = +oo allora f(;roo g(t)dt = 4c0.

3. Sia £ = 4+o00. Se la funzione f é integrabile in senso improprio in [a,+oo] allora lo é anche g.
Se fa+°° g(t)dt = 400 allora fa+oo ft)dt = +oc0.

Dimostrazione.

1. Sia £ > 0. In corrispondenza di ¢ = ¢/2 > 0, per la definizione di limite, esiste N > 0 tale che

per ogni t > N risulta % < % < 37[. Essendo g > 0 si deduce che

Salt) < 7)< S glt)

Per ottenere la tesi basta applicare il criterio del confronto e ’osservazione precedente.

2. In corrispondenza di € = 1, per la definizione di limite, esiste NV > 0 tale che per ogni t > N

risulta % < 1 e quindi

f(E) < g(t).
Mediante il criterio del confronto e l'osservazione precedente, dalle informazioni sulla integra-
bilita di g possiamo dedurre informazioni sulla integrabilita di f. Viceversa dalla divergenza

dell’integrale improprio per f si deduce la divergenza dell’integrale improprio per g.
3. Sia £ = 4+o00. Basta utilizzare il punto precedente scambiando i ruoli di f e di g. O

Esempio 1.2. Per o € R la funzione f(t) =t~ definita in [1 + oo[ & continua in tale intervallo

Tale funzione risulta integrabile in senso improprio in [1, +00]
se e solo se a > 1. In figura con tratto continuo e rappresentata
la curva f(t) = t~!, ¢ tratteggiata una curva f(t) = t~% con

a > 1 ed ¢ a punti una curva f(t) = ¢t~ con a < 1. Dimo-

striamo che ¢ finita solo I'area sottostante la curva tratteggiata.
Infatti

x Inx sea=1
/ tiadt == xl—ail
1 —a se a # 1

+oo
_ 400 sea<l
/1\ tadt:{ 1

= sea>1

Quindi
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Utilizzando la funzione f(t) = ¢~ nel criterio del confronto asintotico, si ottiene il seguente.

Corollario 1.5. Sia f : [a,+oo[— R una funzione continua strettamente positiva tali che esista

lim tYf(t) = {,.

t——+o0

1. Sia £y > 0. L’integrale improprio di f su [a,400] converge se e solo se a > 1.
2. Sia by, =0. Se a > 1 allora l'integrale improprio di f su [a,+0o[ converge.

3. Sely = +00 e a <1 allora lintegrale improprio di f su [a,+oo[ diverge.

1.1 Assoluta integrabilita

Definizione 1.4. Se f : [a, +0oo[— R & una funzione continua, si dice che f & assolutamente integrabile
in senso improprio in [a, +00[ se la funzione |f| ¢ integrabile in senso improprio in [a, +oo[. Inoltre, si
dice che I'integrale improprio di f ¢ assolutamente divergente se 'integrale improprio di | f| € divergente

positivamente.

Dalla Proposizione 1.2 segue che ogni funzione nelle precedenti ipotesi, verifica alternativamente
una delle due precedenti definizioni . Le nozioni di assoluta integrabilita in senso improprio e di
integrabilita in senso improprio sono equivalenti se la funzione e positiva. Proviamo che in generale

I’assoluta integrabilita € una condizione piu forte della integrabilita.

Teorema 1.6. Se f : [a,+oo[— R ¢é una funzione continua, assolutamente integrabile in un intorno

di +00 allora f é integrabile in un intorno di +o0o e vale la sequente relazione

+oo +o00
/f(t)dt < / | f(t)|dt.

Dimostrazione. Definiamo f* := maxz{0, f} ed f~ := max{0, —f}. Risulta

fF=f=f F+fr=Ifh
0< <l o</ < ISl
Per il teorema di confronto si ha che f™ ed f~ sono integrabili in senso generalizzato. Ne segue che

anche f ¢ integrabile in senso generalizzato.

Dalle proprieta degli integrali definiti sappiamo che

/ $f(t)dt‘ < ["1sjae

Essendo il valore assoluto una funzione continua, ed esistendo tutti i limiti coinvolti, possiamo passare

al limite per z — 400 e dedurre la disuguaglianza richiesta. 0
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Corollario 1.7. Criterio del confronto per funzioni a segno qualunque. Siano f : [a,+oo[— R

e g: la,+oo[— R funzioni continue tali che per ogni x € [a,+oo[ risulti |f(x)| < g(z).

1. Se g é integrabile in un intorno di 400 allora f é assolutamente integrabile e quindi integrabile

i un intorno di +oo.

2. Se lintegrale improprio di f su [a,+00) €& assolutamente divergente allora anche [l'integrale

improprio di g diverge positivamente.
Per ottenere il precedente corollario basta utilizzare il Teorema 1.6 e il criterio di confronto 1.3.

Esempio 1.3. Esempio di funzione integrabile ma non assolutamente integrabile. In [3]

T gint +oo
At < +oo,
T t i

Questo intuitivamente corrisponde ad una compensazione di aree positive e negative quando non vi &

dimostreremo che
sint
T dt = +o0.

il valore assoluto della funzione.

An

2 Integrali generalizzati di funzioni non limitate

Consideriamo ora funzioni non limitate la cui illimitatezza ¢ dovuta solo al comportamento della

funzione nell’intorno del punto a, a destra di esso.

Definizione 2.1. Sia f :]a,b] — R una funzione continua. Se esiste il limite
b
lim / F(t)dt (7)
z—at Ju

b

esso viene denominato integrale improprio di f in [a,b] e denotato con il simbolo [ f(¢)dt. Ovvero
a

b b
/ f(t)dt := lim f(t)dt.
a z—at Jg
Se il limite (7) ¢ un numero reale si dice che f ¢ integrabile in senso impro-
prio un intorno di a e I'integrale improprio di f & convergente in a.

Se il limite (7) ¢ 400 (risp. —o0), si dice che lintegrale improprio di f ¢

divergente positivamente (risp. negativamente) in a . a J b

Come al solito, la definizione si puo adattare al caso di funzioni che siano definite in un intervallo

e illimitate vicino al secondo estremo di esso.



INTEGRALI GENERALIZZATI IN SU INTERVALLI ILLIMITATI 7

Definizione 2.2. Sia f : [a,b[— R una funzione continua. Se esiste il limite

i / F(t)t (8)

b
esso viene denominato integrale improprio di f in [a, ] e denotato con il simbolo [ f(¢)dt. Ovvero

/a ' F(t)dt = lim / " fyt.

r—b—

Se il limite (8) ¢ un numero reale si dice che f € integrabile in senso impro-

prio un intorno di b e 'integrale improprio di f & convergente.

Se il limite (8) ¢ infinito, si dice che I'integrale improprio di f ¢ divergente. r

Richiede invece un po’ di attenzione il caso di una funzione definita in un a I b

intervallo e che puo presentare illimitatezza vicino ad entrambi gli estremi.

Definizione 2.3. Se f :]a,b[— R & una funzione continua, si dira poi che essa € integrabile in senso

improprio in [a, b] se esistono e sono finiti entrambi gli integrali

[ rwa [ s )

dove ¢ €]a, b| ¢ fissato arbitrariamente. Si pone

/ab F(t)dt = /be(t)dt + /acf(t)dt

Se uno dei due integrali generalizzati in (9) diverge si dice che l'integrale

improprio di f & divergente.

Mediante la proprieta di additivita dell’integrale, si dimostra che questa

definizione & ben posta, ovvero che non dipende dalla scelta di c. a I b
Questa definizione ha senso anche se si considera a = —oo oppure b = +00 e si interpretano gli

integrali genralizzati in (9) nel senso delle Definizioni 1.1, 1.2.

/

I b a/’ I

Anche in questo caso possiamo ripetere gli argomenti trattati nel precedente paragrafo. Li riscri-
viamo solo per funzioni illimitate nel primo estremo dell’intervallo. Tutto continua a valere nel caso

di funzioni illimitate nel secondo estremo. In particolare abbiamo 'analogo della Proposizione 1.2.
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Proposizione 2.1. Sia f :Ja,b] — R una funzione continua.
b
Se f >0 allora lintegrale improprio [ f(t)dt converge o diverge positivamente.
a

b
Se f <0 allora lintegrale improprio [ f(t)dt converge o diverge negativamente.
a

Valgono anche in questo caso i criteri di confronto e di confronto asintotico

Teorema 2.2. Criterio del confronto per funzioni a segno costante. Siano f :Ja,b] — R e

g :Ja,b] — R sono funzioni continue tali che per ogni x €]a,b] risulti f(z) < g(x).

b b b b
1. Se [ g(t)dt < +o0 allora [ f(t)dt < +oo e risulta [ f(t)dt < [ g(t)dt.

b b
2. Se [ f(t)dt = 400 allora [ g(t)dt = +oc.

a

Teorema 2.3. Criterio del confronto asintotico. Siano f :la,b] — R e g :Ja,b] — R funzioni

continue strettamente positive tali che esista

. f@)
tlirz?f g(t) b

1. Sia ¢ > 0. La funzione f ¢é integrabile in senso improprio in |a,b] se e solo se lo ¢é g.
2. Sia £ = 0. Se la funzione g é integrabile in senso improprio in |a,b] allora lo é anche f.
3. Sia ¢ = +00. Se f:g(t)dt = +oo allora f; f(t)dt = 400

Se volessimo pero riscrivere il Corollario 1.5 dovremmo prima trovare degli integrali impropri

campione per la situazione che stiamo studiando

Esempio 2.1. Siatg € Re a € R.

Dimostriamo che la funzione f(t) = (t—t¢)~* continua in (to, 7] con T > tq,
risulta integrabile in senso improprio in (¢9, 7] se e solo se « < 1. In figura
con tratto continuo ¢ rappresentata una curva f(t) = t=l ¢a punti la curva
f(t) = t7% con a < 1 ed & tratteggiata una curva f(t) = 7 con a > 1.

Dimostriamo che ¢ finita solo I’area sottostante la curva a punti.

Infatti
T InT —In(x —ty) sea=1
t - t _adt - —Q__ (e —«
/:v ( ) { € ) ffato)l se a # 1

Quindi

o - se a <1

T
400 sea>1
/ (t - to)_adt - { Tl—o -
t

Quindi dal criterio di confronto asintotico e dal precedente esempio, segue il seguente criterio.
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Teorema 2.4. Sia f :]a,b] — R e g :]a,b] — R una funzione continua strettamente positiva tale che

esista
Hm(t — a)*f(t) = Lq.

t—a

1. Sia €, > 0. L’integrale improprio di f su ]a,b] converge se e solo se a < 1.
2. Sia b, = 0. Se a < 1 allora lintegrale improprio di f su |a,b] converge.
3. Se by = +o0 e a > 1 allora lintegrale improprio di f su la,b] diverge.

Infine anche per questo tipo di integrali ha senso definire I’assoluta convergenza che risultera ancora

una volta una condizione piu forte della convergenza.

Definizione 2.4. Se f :]a,b] — R ¢ una funzione continua, si dice che f & assolutamente integrabile
in senso improprio in [a, b] se la funzione |f| ¢ integrabile in senso improprio in [a, b]. Inoltre, si dice

che l'integrale improprio di f & assolutamente divergente se 'integrale improprio di |f| & divergente.

Teorema 2.5. Se f :Ja,b] — R ¢é una funzione continua, assolutamente integrabile in un intorno di a

ff(t)dt < fb | f(t)]dt.

a

allora f é integrabile in un intorno di a e vale la sequente relazione

Corollario 2.6. Criterio del confronto per funzioni a segno qualunque. Siano f :Ja,b] — R

e g :]a,b] — R sono funzioni continue tali che per ogni x €|a,b| risulti |f(z)| < g(z).
1. Se g ¢ integrabile in [a,b] allora f & assolutamente integrabile e quindi integrabile in [a,b].

2. Se lintegrale improprio di f su [a,b] é assolutamente divergente allora anche l'integrale improprio

di g diverge positivamente.

3 Generalizzazioni

Definizione 3.1. Consideriamo infine il caso di una funzione continua in [a, b] \ {c} illimitata in ¢
punto interno ad [a, b]. Una siffatta funzione f si dira impropriamente integrabile in [a, b] \ {c} se f &

impropriamente integrabile in [a, c] e in [¢, b]. In tal caso si pone

/ab F(t)dt = /be(t)dt + /acf(t)dt

Anche in questo caso pero non possiamo dedurre la convergenza dei due integrali dalla convergenza

della somma dei limiti

/bf(t)dtJr/:f(t)dt—li_r%/bf(t)dt+ 7f(t)dt

cte

che potrebbero nascondere forme indeterminate del tipo [+00 — o0].
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Diamo ora una piu generale definizione di funzione integrabile in senso improprio.

Definizione 3.2. Sia [ un intervallo di R ed f : I — R una funzione generalmente continua. Ovvero

esistono ag, ay, ..., an+1 € R tali che

ag € I oppure ag = —o0;
ap < ...<an € I;

an+1 € I oppure an41 = +00;

e la restrizione di f ad I\ {aog,a1,...,a,} sia continua. Si dice che f ¢ integrabile in senso improprio
(o generalizzato) in I se f & integrabile in senso improprio in ciascun intervallo |a;, a;4+1], in accordo

con le Definizioni 1.1, 1.2, 2.3. Si chiama integrale improprio o generalizzato, il numero reale

/[ f(t)dt_g / + F(t)dt.

Osservazione. Nei precedenti paragrafi abbiamo assunto che le funzioni di cui calcolare gli integrali
impropri fossero funzioni continue. Questa ipotesi puo essere sostituita dalla condizione che le funzioni
in oggetto siano integrabili in ogni sottointervallo [a’,b'] C I essendo I lintervallo sul quale si sta
considerando 'integrali improprio.

L’unica differenza nella trattazione € nella dimostrazione dell’integrabilita in senso improprio delle
funzioni a segno costante, ovvero le Proposizioni 1.2, 2.1. In tal caso la monotonia della funzione
integrale (6) segue dall’additivita dell’integrale rispetto all’intervallo di integrazione e non dal segno

della derivata della funzione integrale.

Ad esempio per una funzione a gradini definita in tutto [a, +-00] la

definizione di integrale improprio in un intorno di +o00 si adatta senza S%_—T—r—*

alcun problema e ci consente di dimostrare il criterio dell’integrale T~ 7 9 3 4

per le serie numeriche (si veda [3])
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