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TABELLE PER L'INTEGRAZIONE
INTEGRALI ELEMENTARI
L’integrale indefinito rappresenta 'insieme delle primitive di una funzione, la tabella successiva da solo
una delle primitive. Nella tabella viene sottointeso il dominio delle funzioni. La tabella ha validita
su ogni INTERVALLO contenuto nell’intersezione del dominio della funzione con il dominio della
primitiva. In particolare su questi INTERVALLI due primitive differiscono di una costante.
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INTEGRALI IMMEDIATI

Dalla regola di derivazione delle funzioni composte

D(f(¢)) = f'(@)¢’

si deduce la prima regola di sostituzione (ovvero quella usata per gli integrali immediati)
[ Fo@ @) da = flot) + C.

!Questi appunti potrebbero contenere sviste ed errori, vi prego di segnalarmeli, ad esempio via email. Versione del
20-05-08
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INTEGRAZIONE PER PARTI
Dalla regola di derivazione del prodotto
D(fg)=f'g+fg'

si deduce la regola di integrazione per parti

/ f(@)d (@) da = f(x)g(x) — / Fa)gle) de.

La funzione g (che viene sempre integrata) si chiama fattore differenziale,la funzione f (che viene
derivata nell’integrale a secondo membro) si chiama fattore integrale.
Nella successiva tabella vediamo ALCUNI casi notevoli di integrazione per parti

integrale fattore differenziale
[az"e**dx neNaeR e

[a*lgzdr a€R "

[ a"arctg(z)dz neN "

[a"cosxdr neN CoS T

[a"senzdx neN senx

[ arcsenz d x 1

fmdm 1
[e**senfrdx «,f€R e*® oppure senfr
Je**cosprdr o,f€R e*® oppure cos Gz
[ sen(az)sen(fz)dz «,3 € R | senax oppure senf3z
[ sen(az)cos(Br)dz «,3 € R | senax oppure cos [z

[ cos(ax)cos(Bx)dx «,B € R | cosax oppure cos [z

La formula di integrazione per parti si applica in generale ripetutamente e molto spesso ci si trova in
una situazione del genere:

/(f(x))mg'(ﬂﬁ) dz = h(z)+ K/(f(fﬂ))kg'(x) dx
con k <m, K € R ed h una opportuna funzione. Vi sono allora varie possibilita

e Ripartire con I'integrazione per parti fino a ridursi a k < m con [(f(z))*¢'(x)d = facilmente
calcolabile;

e Utilizzare qualche informazione algebrica che riconduca a k = m ed usare una equazione in
cui I'incognita e I'integrale assegnato;

e Riguardare il problema in modo parametrico rispetto ad m e costruire una successione definita
per ricorrenza di tali integrali. Risolvere 'integrale base della successione e giungere quindi
passo per passo all’integrale desiderato.



INTEGRAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALI CON DENOMINATORE DI SECONDO GRADO

Ci si puo sempre ricondurre allo studio di

/1dx
ax?+br+c

A az’ + bz +c J m dx metodo
A>0|a(zx—z)(z—z2) | [ m dx | integrale elementare di tipo 1g

dopo identita dei polinomi

A=0|a(r+ 2)> [ Y@+ L) 2dz | integrale elementare di tipo potenza
A<O0|a(z+L2)?+ % i fZ(”’”lbe dz | integrale elementare di tipo arctg
V-4

INTEGRAZIONE DI FUNZIONI RAZIONALI CON DENOMINATORE DI ORDINE SUPERIORE AL SECONDO
Si considerano due polinomi P, Q) tali che degP < deg () = n. Ricordiamo che un polinomio
Q(z) =ap+ -+ apz"
con coefficienti reali ag,...,a, € R, a, # 0. si puo decomporre nel modo seguente:
Q(z) = an(x —x)M - (z — xp)hp(a:2 + bz +e) (2 + bgx + cq)kq

dove z1,...,x, sono le radici reali di P aventi rispettivamente molteplicita hi, ..., h,, € ki,...,kq
sono le molteplicita delle radici complesse coniugate dei termini 2 + biz + c1, ..., 22 + byr + ¢4 con
Ay =b2 —dey < 0,...,4, :bg—llcq < 0. Inoltre

hi+- -4 hy+2(k1+ -+ kg) = n.
Riduzione in fratti semplici. Si possono trovare n numeri reali
Avgy o Ay o Apts oo Ap B, Crty oo By s Crgys -+ Bri, Cray -+, By Clig,
tali che

P(x A A A A A A,n
(): L1 + 1’22_|_..._|_ l’hlh IS p,l + p,22+“'+p77ph_'_
0w~ - @-a) Ry TR ey (o= o)
Bl,la: + 0171 BLQI‘ + 0172 o Bl,k1$ + Cl,/ﬂ
24+ bx+c (224 bix+cp)? (22 4+ by + 1)k
R Bz + Cya i Bgox + Cyo T Bokg® + Co kg
22+ bgx +cg (22 + by + ¢q)? (22 4 by + c4)*a

Formula di Hermite. Esistono delle costanti
Al, . Ap, Bl, Cl, ceny Bq, Cq
e un polinomio P; tale che degPy =n — p — 2q — 1 tali che:

P A A A
@) _ P B
Q(x) r—T1 T — X2 x —Tp
Bll‘ + Cl BQLU + 02 Bq{L‘ + Cq
224+bix+c x2+bax+co 2 + bgx + ¢4

i Pi(z)
de \(x —x)m=1 (2 —ap)e= (2?2 + bz + a1)Pr =1 (22 4 by + ¢g)Fa!



INTEGRAZIONE PER SOSTITUZIONE PER FUNZIONI COMPOSTE CON FUNZIONI RAZIONALI

Dalla regola di derivazione delle funzioni composte otteniamo che

essendo ¢(x) = t.

Indichiamo con R(f1, ...

fl?"'afk'

[ seané@as = [ s

, fx) una funzione razionale, cioe il rapporto di due polinomi nelle variabili

Nella successiva tabella riportiamo ALCUNE sostituzioni che riconducono un integrale in cui com-

paiono funzioni trascendenti o irrazionali ad integrale di quoziente di polinomi

integrale assegnato

sostituzione consigliata

integrale ottenuto

f%gm)da? t=Ilgx JR(t)dt
JR(z*)z* 1 dx t=az® L [R(t)dt
J R(cos(z))senz d x t=cosx — [R(t)dt
J R(sen(z)) coszdx t = senx JR(t)dt
R(a®)dx a® =t L [R(t)Ldt
Iga t
J R(senxz,cosz)dx t=tgx/2 IR (t%ﬁl’ %;ii) 1ft2 dt

[ R(senz, cos® z,senz cos z, tgz) dx | t = tgx

Funzioni razionali con argomento irrazionale. Regola generale
Siano «, 3,7,0 € R con ad —v3 # 0 (oppure a =y =1e =0 =0).
Siano mq,...,mg,n1,...,nE € N* con m;/n; ridotto ai minimi termini.

ar + 3 m1/m ar + /T
/R<x’<7x+5> ,”.’<’71‘+5 dx

& opportuna la sostituzione

Per l'integrale

ar + 3
tH = = m.c. e .
(2225). w=memon.....m)
In tabella riportiamo particolari casi della precedente formula
integrale sostituzione
fR(ac, m\/ax—i-b) dx axr+b=1t"

fR(:B,:):ml/"l,...,:rmk/”k) dr |t =2 p=m.cm{ny,...,ng}

fR(x, M) dz

tm = azr+b
 cx+d




Notiamo che altre sostituzioni solo altrettanto convenienti. Ad esempio per
/T\’, — x2> dx sipuo usare x = asent
Inoltre possiamo trattare casi in cui ’argomento della radice non sia sempre lo stesso. Ad esempio per

/R(ac, Vaz 4 b,Vex + d) dx usare la sostituzione vVax +b =t

che riporta ad irrazionali di trinomi di secondo grado che ora discutiamo.

integrale a > 0, A # 0 segno di A sostituzione

fR(:n,\/a:r2+bm+c> dz |A#0 Va(t —z) =vVax? +bx +c

T—x1

fR(:E,\/—ax2+b:c+c) dr | A >0, radici z1,29 | t = (/a2

Differenziali Binomi
/xm (az? +0) dx, m,p,q € Q.
Tale integrale € razionalizzabile nei seguenti casi ponendo t = xP:
e gcZ
m+1
e — € Z
o Ml tgeZ

OSSERVAZIONE Per quanto dettagliate possano essere le tavole degli integrali... la maggiorparte
delle funzioni NON ammettono una primitiva che abbia una espressione analitica esplicita come quella
cercata in queste tavole!



