CORSO DI LAUREA IN MATEMATICA CORSO DI ANALISI MATEMATICA 1-2
DoOTT.SSA SANDRA LUCENTE *

FORMULA DI TAYLOR.

Teorema 1. Sia f :]a,b|— R una funzione n volte derivabile. Sia x( €la, b[ esiste un unico polinomio
T, di grado al piu n tale che T),(z¢) = f(xo) e

i @) = Taf@)

T—T0 (1‘ — ;po)n

=0.

Sia f :]a,b[— R una funzione n volte derivabile in z¢ €]a,b[. Si chiama polinomio di Taylor di
ordine n associato ad f e centrato in zq il polinomio

) (g
Toefl) = 3T gyt
k=0

f"(xo)

5 (x— o) + -+ T (z — m)™

= f(xo) + f'(wo)(x — wo) +

Si chiama resto n-esimo in zy associato ad f la funzione

R [f1(2) = f(2) = T o [f]()-

Ricordiamo i seguenti risultati.

Teorema 2. Formula di Taylor con il resto di Peano. Sia f :|a,b[— R una funzione n volte
derivabile in Ja, b] ed o €]a,b]. Risulta

B0 f](2) = o]z = zo]")
OVVero

f(@) = Tnao[f1(x) + o]z — 20[")

Teorema 3. Formula di Taylor con il resto di Lagrange. Sia f :Ja,b[— R una funzione n + 1
volte derivabile in |a, b[. Sia x¢ €]a,b] ed x > ¢ (risp. x > x(). Esiste & €]xg, x| (risp. £ €]z, xo[) tale

che
(n+1)(©)
Ry o[ f](2) = j(rn_i_l)‘(x - mo)n+1.
OovVvero
(n+1)(©)
F() = T A1) 4 T (0 gy

(n+1)!

Riguardo al primo enunciato ricordiamo che, se a > 0, la notazione o(|z — zo|“) indica gli infinitesimi
di ordine superiore a |z — x| per x — x¢ cioe

lim f(@) = T wo[f](2)

z—g |z — xo|?

=0

'Questi appunti potrebbero contenere sviste ed errori, vi prego di segnalarmeli, ad esempio via email. Versione del
10-05-08
1



Come gia visto si hanno le seguenti regole riguardanti I'algebra degli infinitesimi:

10) o[z — z0|*) - oz — @o|”) = o(|z — wo|**")

ol — xol|*)

(1) ko(|z — xo|®) = o(|z — wo|*)
) @ = 20|* = o]z — z9|*™) 0<e<a

(3) o(lx — xo|*) + o(|]z — 20|*) = o(|z — z0|*)

@ o(|z — zo|*) + of|z — wo|?) = o(|z — wo[™ ALY
(5) o(|z — o|® + | — w0|%) = 0| — wo|minle+5hy
(6) ofo(|z — zo|)) = ol — zo|”)

(7) o(|z — zo|* + o(|z — x0|™)) = o(|z — z0|*)

(8) oz — 2o|® + |z — mo|**?) = o(|z — z0|®)

9) |z — z0|* - 0|z — 20|?) = o(|z — mo|*T?)

(

(

— — zql@ B >
S = olla =l ) =g
(12) (ol = 20|™))” = o(|a — 2o|*"7)
essendo a, 3,7 > 0, k € R*.

In particolare NON SUSSISTE o(|z — zo|*) — o|z — z|*) =0 !I!

Esercizio fondamentale 1. Scrivere la formula di Taylor con il resto di Lagrange arrestata all’ordine
zero e confrontare con i teoremi noti

Esercizio fondamentale 2. Il polinomio di Taylor di ordine n di un polinomio di grado n e....

Esercizio fondamentale 3. Provare che per 2y =0

e Il polinomio di Taylor di una funzione dispari € un polinomio dispari
e Il polinomio di Taylor di una funzione pari € un polinomio pari

SVILUPPI DI FUNZIONI ELEMENTARI IN zg =0

¢ =1ha+ D 4T I 4 o(a")

2n+1
sen(z) = o — & + 4 + -+ (=1)" Gy + o)

Cos(x) = 1—%+%+...+(_1)néi’;! +0(x2n+1)
log(l—i—x):a:—902—2-1-%4_..._,_(_1)71—1%_’_0(3771)

(1+2)* =1+ae+ 22,2 4 alellamnd | (gn)
L =1l+a+a®+ - +2"+o0(a")

orctgr =2 = § + 5 4 (1) 5 + o),

Esercizio fondamentale 4. Fissando z = 1 confrontare lo sviluppo di Taylor di f(z) = e con la

—+00

. 1 e

serie ) ) -7 deducendone quindi la somma.
n=



1

Esercizio fondamentale 5. Fissando z € (—1,1) confrontare lo sviluppo di Taylor di f(z) = —

con la serie geometrica.

Esercizio fondamentale 6. Rimotivare alla luce degli sviluppi di Taylor la formula ' = cos §+isené

che definisce la notazione esponenziale dei numeri complessi.

Esercizio fondamentale 7. Mostrare che nel caso « = n € N lo sviluppo di Taylor di (1 + z)"

coincide con il binomio di Newton.

Esercizio fondamentale 8. Mediante i precedenti sviluppi di Taylor ritrovare i limiti notevoli per

le formule [%] .

Proposizione 1. Sia f :]a,b[— R una funzione n + 1 volte derivabile in |a, b[. Allora
D (T o[ f]) (2) = Tt [f] ()
TESTI

I grafici sottostanti sono presi dal testo: ANALISI MATEMATICA Dal calcolo all’analisi Volume 1
(Conti Ferrario Terracini Verzini) Apogeo editore.

Esercizi pi complessi sulla formula di Taylor si trovano su ESERCIZI E COMPLEMENTI DI ANALISI
MATEMATICA 1 (Giusti) Bollati Boringhieri editore.



Fiaura fi al cresceredi n il grafico del polinomio di Taylot si avvicina sempre
pilt a-quello di sinx vicing all’origine.

FIGURA grafict della funzio-
ne infcos x) e del suol polimomi di
Maclaurin di ordine 2 e 4.
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